FORMULE DE FATEEV 



Veronique Cohen-Aptel 



il. Introduction 



On propose une preuve directe d'une formule, due a V.Fateev et collaborateurs, 
sur les produits des valeurs de la fonction Gamma lies aux systemes de racines. 

Soit R C V un systeme de racines fini reduit irreductible de rang r dans un 
espace vectoriel reel V de dimension r; on munit V d'un produit scalaire W- 
invariant (.|.), W etant le groupe de Weyl et on identifie V a son dual a l'aide de 
ce produit, done les racines duales a v = 2a/(a\a) appartiennent a V. 

On utilisera les notations standardes de [B]. Choisissons une base {cti}i<i< r de 
racines simples. Suivant l'usage on dit que R est simplement lace si la matrice 
de Cartan A = est symetrique. 

Soit 

r 

= 7", n^i 

i=i 

la plus longue racine. On pose = —8, n Q = 1. Les nombres rij coincident avec 
les marques de Kac du graphe de Dynkin affine de R^ 1 ' dans la Table Aff 1, [K]. 

Soit h = ^21=0 n i ^ e nombre de Coxeter de R. 
On pose 



On definit une fonction meromorphe 



, , r(x) 

7(x) 



r(i -x) 

Dans un article [F] une formule remarquable suivante a ete decouverte (cf. for- 
mule (66)): 

l 



1.1. Theoreme (Fateev). Supposons que R soit simplement lace. Pour 
1 < i < r, posons 

7(i2,a0:=n t(Hp) A)"^, 

a>0 



k(R) := J] 

i=l 

Alors pour tout i 

1 (R,a l ) = k(R)- 1 / h n l (F) 



Ann d'enoncer la formule pour les systemes de racines pas forcement simplement 
laces, definissons les nombres 

7 '(i?,o,) :=n 7 ((«|p V )//^)- (Ql|aV) , 
V(i2,ai) :=II 7(Hp)AT (q>) , 

r 

, Vrii 



OU 



w == n 

i=0 
i=0 

V (otiloii)^ 
VV . (^il^i)^ 
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pour < % < n, 



ftV = E 

i=0 

Si -R est simplement lace alors Y(i2, a*) = ^"{R, otj) = ^{R, «») et = 
fc"(i2) = fc(fl). 

1.2. Theoreme, [ABFKR]. Pour tout i, 

(i) 

1 '(R,a l ) = k'(Rr 1/h nr (F f ) 

(ii) 

1 "(R,a l ) = k"(R)- 1 / hV n^ (F") 
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Les physiciens deduisent ces formules des arguments tres interessants et tres 
indirects; ils s'appuyient sur l'Ansatz de Bethe. Dans cette note on les verifie 
n'en utilisant que deux proprietes fondamentales de la fonction Gamma: 

r(x)r(i - x) = — ^ (C) 

et 

n-l 

Y[ T(x + i/n) = (2Tif l - 1 ^ 2 n~ nx+1 ' 2 Y(nx) (M) 

j=0 

Le fait que ces formules sont deduisables a partir de relations (C) et (M) donne 
lieu aux consequences arithmetiques, liees aux sommes de Jacobi. Pour leur 
discussion le lecteur est renvoye a [CS]. 



§2. Preuves: cas simplement lace 

On va verifier la formule de Fateev cas par cas. On presente les nombres 
j(R, OLi) sous une forme explicite 

h-l h-1 

7(i2,Oi) = n 7(j7^=II T 0/hp, 

en employant les Planches de [B]. Ensuite, a l'aide de (C) et (M) on montre qu'ils 
sont egaux a riik(R)~ l l h . 

On notera la formule (M) pour n specifique par M(n). 

On des formules evidentes 

7 (x) 7 (l-a;) = l; 7 (l/2) = 1 (2.1) 

Pour simplifier (et visualiser) l'ecriture, on utilisera la notation abregee: 

{a}:= 7 (a//i), [a]=T(a/h), (2.2) 

ou pour chaque serie R ci-dessous h = h(R). 

Systemes de type A n , n > 2 

h — n + 1. 9 = Yli=i a -ii done tout = 1 et k(A n ) = 1. 
D'une autre part, 

7 (A„, a t ) = 7 (i/(n + l))- x 7 ((n + 1 - i)/(n + l))' 1 = 1, 
d'ou le resultat. 



4 

Systemes de type D n , n > 3 



h = 2n-2. 
d'ou 

7(A»,ai) 



D'apres (D) 
et 

d'ou 

Pour 2 < i < n - 2, 



= ai + 2a 2 + . . . + 2a n _2 + a n _i + a n , 

= 2 2n " 6 , A;(D n ) -1 ^ = 2 -( 2 "- 6 )/( 2n - 2 ) 

7((n-2)/(2n-2)) 

7 (l/(2n - 2)) 7 ((n - l)/(2n - 2)) 7 ((2n - 4)/(2n - 2)) 
{n-2} [2n-3][n-2][2] 
" {l}{2n-4} ~ [l][n] \2n - 4] 

[n - 2][2n - 3] = 7r 1/2 2 2/(2n - 2) [2n - 4] 

[l][7l] =vr l/2 2 (2n-4)/(2n-2) [2]) 

7 (D JJ ,« 1 ) = 2( 6 - 2 ^- 2 )=n 1 ^ n )- 1/ ' i 
{n-i-l}{2n-2i} 



7 ( J D n , a,) _ _ 2 . _ _ . _ i} 

[2n - i - 2][n + i - 2][2i][n - i - l][2n - 2i][i - 1] 
[i][ra - i][2n -2i-2][n + i- l][2i - 2][2n - i - 1] " 

= 2 4 /^" 2 ) = nMD n )- 1/h 

(on applique (D) avec x = i/h, (i — l)/h, (n — i)/h,(n — i — l)/h). Finalement, 
pour i — n — 1, n, 

{2} 

7(D n , «<) = y— — = -f{D n , an) 

{l}{n-l}{n} 

= 2 ( 6 - 2 "V( 2 "- 2 ) = ni k(D„)- 1/h . 
Ceci etablit (F) pour D n . 

Systeme de type E 6 



h = 12. 
d'ou 



6 — ol\ + 2a>2 + 2a 3 + 3«4 + 2a 5 + a 6 , 
fc(£ 6 ) = 2 6 3 3 
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7(*,«0 - {7(^)7(^)7(^)- 1 } _1 ^ {7(^)7(^)7(i)- 1 }" 

r(^)r(^)r(A) 



r(i)r(^)r(A) 

or d'apres la formule du produit sur la fonction T avec n = 3, 

2 „3-/<r(l) = r(l)r(A)r ( l) 

Done : 

7 (E 6 ,a 1 )- 1 - 



r(£)r(i§)r(& 

or d'apres la formule de duplication : 

2 i/6 7r i /2r( 5 ) = r( A) r (ll) 



et 



Done 



or 



et 



Done : 



2 1/ V/ 2 r ( jj) = r(I)r(|) 

7 (E 6) a 2 )- 1 = 7 (^) 7 (i) 7 (i)- 1 

^r(l) = r(l)r(A)r ( l) > 

2 V6 7r l/2 r( I) = r( l )r( l) 

V V 12 ; v 12 ; ' 

2 1/ V/ 2 r(^) = r(i)r(^) 



7(£ , >aarl 2.3^(1) 2.3VMD 



r(£)r(£)r(§) 2Wr(±)r(f) 
2 " 3l/4r (|) r (|) _ 2-1/231/4 _ n -i fc i /fc 

25/6 7r l/2 27rr (|) 2 
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or 



et 



7 (£ 6 , a,)- 1 = 7 (l)3 7 (l)-i 7 (l)-i 7 ( A)"* 

2vr3- 1 / 4 r(^) = r(i)r(A)r(H), 
2 V6 7r i/2 r( 12) = r( A)r(H) 

2 1/3 vr 1 / 2 r(^ ) = r(i)r(|) 



7 (E 6 ,a 4 )- 1 = 2 1 /V 3 / 4 = n 4 - 1 A;^ 

7(^6, "3) = 7(^6, "5) = 7(^6, "2) 
7(^6, a 6 ) = 7(^6, 



Done: 

Ensuite, on a 
et 

ce qui implique (F) pour i£ 6 . 

Systeme de type E 7 
h = 18. 

6 = 2«i + 2a 2 + 3q;3 + 4a 4 + 30:5 + 2a 6 + a 7 , 

d'ou 

fc(S 7 ) = 2 6 3 2 4 = 2 8 3 2 



= 7(^)-'7(^)-'7(^) = 

= T(i)T(i)-V|)-'7(i) 



Or utilisant 



r ( A) = (2 . ) - 1 3-v«r(A)r( r l ) r(H ) 

r,l) = (2l) - l3 -v 3 r(i)r,l)r(H ) 
r(i|) = (^)- 1 ^r(l)r(H )r( l!) 



et : 



On obtient 



r( |, = ,-./ 22 - 8 /.r(l)r(H) 
r<£ = ,-vw<l)r<J§) 

7 (i5 I , ai ) = 3- 1 / 3 2 2 / 9 = ni fc(B7)- 1/18 



7 ( B7 , a2 )-. = 7(l L h( 12)-s ( ^)-s ( ^)-s ( -L h( ll h ( : i )7( ^) 



Or utilisant 



et : 



on obtient: 



r ( ±) = w-'s-^r^jl) 
r( H) = (ar) -.8V. r( ^r ( j»)r(^ 
r,l) = (^-3-^(1)^^) 
r( 15) = (2 ,)-.3V3r(l)r(H )r (l!) 

r( l) _-./, 2 - 8 /» r(i L )r( ^) 

r <S» --^-^(A)r(il) 
r( l, = ^/.ix^) 
r(ll) ^-.^-^^r^) 

r <l> 1/22 - 5/8r O r (|) 
r<i2) = »-^(±)r<{£), 

7 (E 7 ,a 2 ) = 2 - 2 / 9 3 1 / 3 = 7 (£ 7 , ai) = nsM^)" 



1/18 
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Or: 



Done : 



2 ,3-/3 r( «, = r,l)r(H,r,H ; 

™v»r<A) = r(l)r(l)r ( § 
28 / V /, r( i , = r^jr^ 

2"V^r(5) = r(i)r(H) 



7 (B 7 , a3 ) = 2- 7 / 8 3 2 / 3 = n 3*(£7) 



1/18 



T(B7 , ai) -. = 1 (^ )7( ll h (i| h( ll)-S(i)-S(l h (lh(|h(A)- 



Or utilisant 



et : 



On obtient 



r( JL) = (2?I )- 1 3-v 8 r(A)r(A )r( « ) 
r( H) = (2 . ) - l3 v.r(l,r(i5)r(15, 



T -i/2 2 -8/9 r( i )r(15) 



IX-) 

r( l) = .-vw^ii) 
r( il) = ^-^m^) 

r( 12, = ^^^(14, 



7 (E 7 ,a 4 ) = 2 11 / 9 3~ 1 / 3 = n 4 A;(E 7 )" 1/18 



7 (E 7 ,a 7 )- 1 = 7(^) 7 (l) 7 (l)- 1 



En utilisant: 



on obtient 



r(£) = (2.)-3-Va r( ^ )r( ^ )r( ll ) 

r ( i|) = (2.)-3V 6 r(A)r ( H )r( ^ 
r<£) = - 1/2 2^r(l)r ( ^) 
r(g) = .-v 22 -v 9r (A)r(lZ), 



7 (E 7! a 7 ) = 2- 7 / 9 3- 1 / 3 = n 7 A;(E 7 )^/ 18 



7(^7, a 5 ) = 7(^7, as) 
7(^7, a 6 ) = 7(^7, ai), 



Finalement, 

et 

ce qui implique (F) pour E 7 . 

Systeme de type E 8 
h = 30. 

6 = 2ai + 3a 2 + 4a 3 + 6a 4 + 5a 5 + 4a 6 + 3a 7 + 2a 8 , 

d'ou 

fc(f? 8 ) = 2 2 3 2 4 2 • 5 • 6 = 2 7 3 3 5 



. . 1 . 1 . .23. .3. 1 , 5 , 1 .16. 1 .8. .12. .10. 

7(^,«i)- =7(30)7(30)7(30)- 7(35)" 7(35)" 7(30)7(3^)7(30) 

Or utilisant : " la table de 5 " 

r(A) = (2 7 r)- 2 5- 1 / 3 r(-)r(-)r(-)r(-)r(-) 
r(-) = ( 2 7T)- 2 5- 1 / 6 r(-)r(-)r(-)r(-)r(-) 

v 30 ; V ; V 30 ; V 30 ; V 30 ; V 30 ; V 30 ; 



r(^) = ( 27r )- 2 5 1 / 3 r(-)r(H)r(iI)r(-)r(-^ 

V 3(T v ; W W v 30 ; W V 3(T 



"la table de 3 : 



r(A) = ( 27r )- 1 3- 2 / 5 r(-)r(-)r(-^ 

v 30 ; V ; V 30 ; V 30 ; V 30' 
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et : " la table de 2 



r( « > = (2 ,)-.3-^r(2)r(H )r( |) 
r ( 2) = (2.)-3-^r(l)r(l?)r ( |) 
r & = (2 7r )-i 3 - 1 / 10 r(-)r(-)r(-) 
r(H) = ( 27r )- 1 3 1 / 1 or(-)r(-)r(-) 
r(—) = ( 27 r)- 1 3 1 / 10 r(-)r(-)r(-) 
r(^I) = (2vr)- 1 3 2 / 5 r(-)r(-)r(-) 

v 30 ; V ; V 30 ; V 30 ; V 30 ; 

r( 2) = ^ 2 -w, r( i. )r( l5, 

r,±) = ^-^(1)^ 
r( A) = 7r -i/2 2 -ivi5 r (±) r (^) 

v 30 ; v 30 ; v 30 y 

r(-) = 7r - 1 /2 2 - 8 / 15 r(— )r(— ) 
r(l^) = vr -V2 2 -7/i5 r( A )r( 23 } 

l 30 ; V 30 ; V 30 ; 

r(—) = 7r -i/2 2 -vi5 r (-)r(-) 

v 30 ; V 30 ; V 30 ; 

r(^) = 7r -i/2 2 -2/i5 r( 13 )r( 28 
v 30 ; V 30 ; V 30 ; 

r(^) = 7r -i/2 2 - 1 /i5r(— )r(— ) 



et done 



r(!2 

van 



14,^,26, 



r(^)r(^)r(^)r(-)(27r)- 2 5- 1 /6. 



T(§) v 30 v 30 v 30" '30' 

r(i) 



r(M) -r(i)r(l)r(g)r(|)( 2 .)-^. 



12 \ 



30 > 



r( 



4 



14 



r(— )r(— )r(^-)r(-^)(27r)- 2 3 1/5 . 



T(§ ) ' 30 " v 30' ' 30'' v 30 
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On obtient: 



7 (£i 8 , a ,r' = 32/55l/6 ( 2_4 ^ 4 ) 2r (4 )r( l )3r (s )3r( i )3x 

xr(l)r(^)r(H ) r ( lI ) r(H ) r(ii ) r(»)x 

v 30 ; v 30 ; v 30 ; v 30 ; v 30 ; v 30 ; v 30 ; 

xr(-)r(-)r(-)- 1 r(-)- 1 r(-)^ 1 

v 30 ; v 30 ; v 30 ; v 30 ; v 30 ; 
Puis on remplace, grace a la "table de 2", chaque expression comme : 

V 30 ; ' V 30 ; ' V 30 ; ' V 30 ; ' V 30 ; ' V 30 ; ' V 30 ; ' V 30 ; 

On a: 

me % , a,)- 1 = 2 - 62 / 15 3 2 / 5 5 1 / 6 7T- 4 r(-)r(-)r(-)r(-)r(-)r(-)r(-)r(-^ 

1\ 8, ij K 3Q J K 3Q J K 3Q J K 3Q J K 3Q J K 3Q J K 3Q J ^ 

sachant que : grace a la "table de 5" 

v 30 ; v 30 ; 
on a alors que: 



^,10,^,20, , , 4w 2 , w 8 ,^,14,^,20,^,26,^, 4 ,10,^,16,^,22,^,28, 

r — r — = 2tt r 4 r — r — r — r — r — r — r — r — r — r — 

v 30 ; v 30 ; v ; v 30 ; v 30 ; v 30 ; v 30 ; v 30 ; v 30 ; v 30 ; v 30 ; v 30 ; v 30 ; 



r(l)r(±)r(A ) r(^)r(15)r(HH)r(^ ) r(H§) = ^ 

W W W W W W W v 30 ; v ; 

D'ou: 

7 (£ 8 , ai) = 2 2 / 15 3- 2 / 5 5- 1 / 6 = mfc^)" 1 / 30 



l(E 8 ,a 2 r = -T(^)7(^)7(^)7(|)7(^)7(^)7(|)x 
Or reutilisant "la table de 3 et de 5", on a : 

Sfj£ = (2vr)- 2 5 1 / 6 r(-)r(-)r(-)r(-) 

r(g) V ; V 30 ; V 30 ; V 30 ; V 30 ; 

r(f) 13, w 23, w 19, w 29 



*30 
3 



r(-^)r(-^)r(-^)r(-^)(27r)- 2 3 1/5 . 



r(^) v 30 y v 30' v 30 7 v 30 
r(^) , w 7 ,17, w 19, w 29 



r (i) ( r (30» r <30» r <S» r (30»»"( 2 " 2r3/5 



7 (£ 8 , c^)- 1 = 3- 3 / 5 5V 6 
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On obtient: 
or, d'apres " la table de 2 " : 

r(-) = tt^-^iy— )r(— ) 
r(^) = 7r -i/2 2 -i/i5 r( il ) r(— ) 

II s'gii SVlltj" 

7(^8, a 2 ) = 2~ 13 / 15 3 3 / 5 5- 1 / 6 = n 2 A;(^8)- 1/30 



lw W ( 20 \ ( 2A \ ( 13 \ ( 7 \ ( U \ r 15 W r 8 W r 22 W 
7(^8, as) =7(35)7(35)7(35)7(35)7(30)7(30) 7(33) 7(33) 

Or utilisant : " la table de 5 et 3 " : 

£§ = ( 2 .)-5./»r(±)r(15)r(|)r(|) 

r (i) tn ^2/5^,2^4^14^22, 



(27r) 2 3 2/5 r(— )r(— )r(— )r(- 

r(4) v ; V 3(T V 3(T V 3(T v 30 



^30 
6 



on obtient 



n W — 92/5^1/6 -^(30)^(30)^(30)^(30)^(30) 

71 " 3 [ r(ii)r(|)r(§)r(l)r(i) 

puis on remplace, grace a la "table de 2", chaque expression comme : 

r& r(ii) r£) rA r(l) 

l 30 J ' l 30 J ' l 30 J ' l 30 J ' l 30 J ' l 30 J ' 

et on obtient 



7(ft,«.)- = T(|)7(| j )7(|)7(ii)- 1 7(|)- 1 7(|)- 1 7(^)- 1 7(| i )- 1 
Or reutilisant : la "table de 3 et de 5" et notamment ces resultats: 

Si =r( ^ )r( ^ )r( ^ )r( i )(2xr25 " 1/6 
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r( ™ } ( 2 7T)' 2 5 1 / 3 r(-)r(-)r(-)r(-). 



-30 
5 



rm v ' V 3(T V 3(T V 3(T v 30 



<W r(| ; )r(4)r(^)r(|)(2 I r)- 2 3-^, 



■ 30 
' 21 



r(f) V 3(T V 3(T v 30 y v 30 



on obtient: 



7(^8, a 4 ) =3 5 (2tt) fvWvXvrTi^i 

V30^ V30^ V30J 

Puis on remplace, grce a la " table de 2 " , chaque expression comme 



d'ou 



rA r(^) rA r(l) 

l 30 J ' l 30 J ' l 30 J ' l 30 J ' 

t^s,^)- 1 = 3- 3 / 5 5^ (27 r)- 4 2- 2 / 15 r(|-)r(i-)r(|-)r(^)x 



K 30 J v 30 7 v 30 7 v 30' 
16 22 26 28 

xr — r — r — r — 

v 30 ; v 30 ; v 30 ; V 3(T 

Ce qui donne : 

7(£ 8 ,a„) = 2 2 ' K 3- 2 ' i 5-"< > (2w)-'(2n)' = 2 2 ' K 3- 2 ' 5 5- 1 " = n 4 *(£ 8 r 1/w 



7(B 8 ,«5)- 1 =7(^)T(| j )- 1 T(| j )- 1 T(^)- 1 T(^)T(| j )7(| i )- 1 7(|)- 1 7(^)- 1 7(|)- 2 
Or utilisant : les resultats cites precedemment a savoir : 



Si! = rd)r( Jr)r(^)rA( 2lrr v^. 



^30 

on obtient: 



T(§) ~ v 30 y ~ v 30 7 ~ v 30 y ~ v 30' 

= ( 2 7T) 2 5- 1 / 3 (r(-)r(-)r(-)r(-))- 1 . 

r(f) V ; V V 30 ; V 30 ; V 30 ; V 30 ;; 

= ( r(l)r(-)r(-)r(-))- 1 (27T) 2 3 2 / 5 , 

r(|r) V V 30 ; V 30 ; V 30 ; V 30 ;; V ; 
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7 (E 8 ,a 5 )- 1 = 3 2 / 5 5- 5 / 6 (27r) 



r 16N r /28N r /A) 

30/ ^30/ V30/ 



V30 30/ V30/ V30/ V 30 30/ ^30/ V 30 / ^30/ 



puis on remplace, grace a la "table de 2", chaque expression comme : 

r(^),r(-),r(-),r(-),r(-),r(-),r(-) 

v 30 ; W v 30 ; W W v 30 ; W 

D'ou: 

7 (£ 8 , a 5 ) = 3-2/555/62-4+47/15^4^-4 = 2 -13/15 3 -2/5 5 5/6 = ^(^-1/30 



x-i ,27, ,20, ,14, .13, ,6, , 9 , .15, , ,26, 
7 (S 8 ,a 6 )- = 7 (_) 7 (_) 7 (_) 7 (_) 7 (_) 7 (_)- 7 (-)- 

Or utilisant les resultats cites precedemment a savoir: 

3 = (r( ^ )r( ^ )r( ^ )r( i )r W5l/6 

'27 



on obtient: 



£(30) = r( ^ )r( ^ )r( ^ )r( ^ )(27r )-23l/5. 

r(^) V 30 ; V 30 ; V 30 ; V 30 A ; 



30' 

V JM = r(A)r(-)r(-)r(-)(2n)- 2 3- 2 / 5 . 

V 30 ; V 30 ; V 30 ; V 30 M 



30' 

E© = r(-)r(-)r(-)r(-)(27r)- 2 3 3 / 5 , 

r(^) V 30 ; V 30 ; V 30 ; V 30 M 



r,,(T? „ W q2/5 c: 1/6 / 'o^-4 - l ^30/ 1 ^ 30 / v 30 > 1 V3Q/ 1 v 30 > 1 ^ 30 / ^ 30 / v 30 > 

o^ 8 ,a,) =3 5 (2.) r(A)r (i )r(|) 2 

Puis on remplace, grce a la " table de 2 ", chaque expression comme : 

r(^),r(H),r ( ^),r(l),r(^) 

V 30 ; ' V 30 ; ' V 3(T V 3(T V 3(T 

D'ou : 

7 (£ 8 ,a 6 ) = 3- 2 / 5 5- 1 / 6 (27r)' 4 7r 4 2 - 43 / 15 = 2 17 / 15 3 " 2 / 5 5- 1 / 6 = 7 (£ 8 , a 3 ) = 

= n 6 M£ 8 )- 1/3 ° 
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Or utilisant les resultats cites precedemment a savoir : 

Eifl = (r(l)r(-)r(-)r(-))- 1 (27r) 2 5 1 / 6 . 

V V 30 ; V 30 ; V 30 ; V 30 ;; V ; 
r(|j) . w 13, w 23, w 19, w 29 



■30 ' 
•27 
i 

12 



( r (^)r(^)r(-)r(-))- 1 (27r) 2 3- 1 / 5 . 



r(f) v V 3(T V 3(T v 30 y v 30' 



■ 30 

9 



r(^) ^7,^17,^19,^29 



30 

-21 



= ( r (^) r (^) r (^) r (^))^( 27r ) 2 3~ 3/5 , 



r(§) v v 30 y v 30 y v 30 y v 30 



on obtient: 



r Ci6\ r /28\ r cJ_ 

7(^8, Otr)- 1 = 3 -3/5 5 l/6 H30M 30 I 30 



et sachant que: 



al)r(|)r(M) 

16, 



r(A) = 7r^/ 2 2- 14 / 15 r(-)r( 

V 3(T V 30 ; V 30 7 

r(-) = 7 r- 1 /2 2 -i/i5r(H)r(^) 

V 3(T V 3(T W 

il vient: 

7 (S 8 , ar ) = 2" 13 / 15 3 3 / 5 5- 1 / 6 = 7(^8^2) = n 7 k(E 8 r^° 



liEs^sT 1 = 7(^)7(^)7(|)- 1 7(^)- 1 7(^)7(7^)- 1 

Or utilisant les resultats cites precedemment, a savoir : 

^.2,^.8,^.14,^.26 



_30 

'20 



= r (^)r(^)r(-)r(-)(2 7 r)- 2 5- 1 / 6 . 



r(f) V 3(T V 3(T V 3(T v 30 



-30 

= ( 2 7T)- 2 5 1 / 3 r(-)r(-)r(-)r(-). 

r(^) V ; V 30 ; V 30 ; V 30 ; V 30 ; 

r (§) = r(l)r(^)r(^)r(^)(2Tr)- 2 3 3 / 5 . 



r(A) V 3(T v 30 y y 30 J '30 
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on obtient: 

7(B8,as) 3 5 {2n) mrnm 

On remplace, grace a la " table de 2 " , les expressions comme 
„,11, „,17 N „,23. „,29 N „,7.„,19 N 

r(— ),r(— ),r(— ),r(— ),r(— )r(— ). 

V 3(T V 3(T v 30 ; V 3(T V 3(T V 3(T 

II vient: 

7 (£ 8 ,a 8 ) = 2^3-^5-^ = 7 (£ 8 , ai ) = n 7 k{E,)-^ 

Ceci etablit (F) pour le systeme de type E 8 et termine la preuve du Theoreme 
1.1. □ 



§3. Preuves: cas non-simplement lace 



Dans ce paragraphe on va demontrer Theoreme 1.2. On utilise toujours la 
notation de [B] , Planches a la fin du livre. 

Systemes de type B n , n > 2 

h = In. 

9 = oti + 2a 2 + 2a 3 + . . . + 2a n 

Racines simples: 

«o = -ei - £2, oti = 6i - e i+ i, 1 < % < n - 1, a n = e n 

II s'en suit: 

(ni)o<i<n = (l,l,2,2,...,2,2), 
(n, v )o< l <„ = (l,l,2,2,...,2,l), 
K vv )o<^<n = (l,l,2,2,...,2,l/2), 
h v = 2n - 1 
k'(B n ) = 2 2n ~\ k"(B n ) = 2 2n ~ 5 



.. „ . /U— lx / lx-i ,2n — 2x ,n — K , K-i ,n — l x _i 
V(B„, ai )=7(— )%) 7 (_)= 7 (_) 7 (_) 7 (— ) 

En sachant que 

v 2n ; v 2n ; v 2n 1 
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v 2n y v 2n 7 v 2n 7 



on obtient 

-2 + 2ra -4+2n 



y(B B ,ai) = tt-V^-^tt 1 /^^ = = n(k'(B n )~ 1/2n 

i{B n ,a n ) = 7'(5n,«i) = n-nk' (B n )~ 1/2n 
Pour 2 < i < n - 1 



x t n -i\ ,n — i + l^-i ,2n — 2%,-\ 



,2n — 2i + 2 X ,2n — 2 + l N _i , i N _i 
X7 ^ 2n ) 7 ^^ 7 U 



En sachant que 



r(^)=r(^)r( n + ^V-v 2 2^ 

V On / V On / V On / 



2-2n 



2n 

2n y v 2n y v 2n 

v 2n ' y 2n 1 y 2n ' 
T( ^n-2 i + 2 ) = T( n-i + U , 2n - i + 1 , 1/2 3^ 

v 2n ; v 2n ; V 2n ; 

r A =r(-)r(^)7r- 1 /2 2 ^, 

v 2n ; v 2n ; v 2n ' 

on obtient 

1 '(B n ,a i ) = 2-Z =ntk\B n )- l l 2n 
Done (F') est verifiee pour le systeme du type B n . 

Formule (F") 

^.-)=7(^)7(^)-S(^)-' = 7(^h(^)-'7(^)-' 
En sachant que: 

r(^— ) = r(—L- )r( 2n + 1 J tt 1 /^ 

v 2n-l ; v 2n-l ; v 2(2n-l) ; 

2n-3 = 2n - 3 2(2n - 2) } 1/2 ^ 

v 2n-l ; v 2(2n-l) ; v 2n - 1 ; 

on obtient 

2n y 2n' n ' 

Done la formule (F") est verifiee pour % — 1 



Wl'Vd \-l/(2n-l) 
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Verifions maintenant la formule (F") pour % = n. 
En sachant que: 

r(— !— ) = r(^— )r(^^)7r- 1 / 2 2^ 
r(^) = r( i^- )r(^-) 7 r-v 2 2^r, 

v 2n-l ; v 2(2n-l) ; v 2n-l ; 

il vient: 

/ 1 \ — 2 / 1 \2 / Tl \ — 2 6-4n 

Done la formule (F") est verifiee pour i = n. 
Pour 2 ^ « ^ n — 1, 

,„„ , ,2n-2i + l._i ,271-21-1 ,2n-2i-\,- 1 
7( ^ )=7 ( 2(2n-l) > 7 ^ 2(2n-l) ^ 2n - 1 } X 

En sachant que: 

, 2i — 2, ^, i — lx^/2n + 2i — 3 N 1/9 2»-i-2n 
K 2n-l J K 2n-1> v 2(2n - 1) ; 

2n-2H-K , 2n - , 2n - 2? + 1 , 1/2 ^ 
v 2n- 1 ; V 2n - V v 2(2n - 1) ; 
rf 2n-2^-l = 2n-2i-l 2n-i-l , 1/22 _, 
v 2n - 1 ; v 2n - 1 ; v 2n - 1 ; 

r( ) =r( )r(— -)tt- 1/2 2^^, 

K 2n- V K 2n-V v 2(2ra - 1) ; 

on obtient 

"f"(B n , Oii) = 2^i = nrk"(B n )-^ 2n -V 
Done la formule (F") est verifiee pour 2 ^ % ^ n — 1. 
Done (F") est verifiee pour le systeme du type B n . 



Systemes de type C n , n > 2 



h = In. 



= 2ai + 2a 2 + 2a 3 + . . . + ct 



Racines simples: 

aio = -2ei, ai = ti- e i+1 , 1 < % < n - 1, a n = 2e r 



II s'en suit: 



Done 



(n i )o< i <„ = (l,2,2,2,...,2,l), 
«) <,<n = (2,2,2,2,...,2,2), 
« v )o<,<n = (4,2,2,2,...,2,4), 
/i v = 2n + 2 
k\C n ) = 2 2n , fc"(C n ) = 2 2n+2 



pour tout < « < n. 

D'un autre cote, pour 1 < i < n, 

7(^« l )= 7 (^ r ) 7 (^ r ) 7( 2n ) 7( 2n ) 

/ 2n — 2i — 1 x _i , 2n — 2i + 1 s / 1 n 2 / 1 ^2 / * \ -1 / 2n — i x - 
X < 2n ) 7 ( 2n ^ 7 U 7 U 7 U 7 ^ ^ 
en prenant compte que 

/2n - i.-i , i s -1 , i . 

7 U 7 ^^ =7 U 7 U- 

Done la formule (F') est verifiee pour C n . 
Formule (F") 

Verifions la formule (F") pour 1 ^ % ^ n — 1. 

„ ,271-2^ + 2,-1 ,2n-2ix , n - i N _i 

7(C7 "' a * )=7 ( 2(n+l) ) 7 (2^TI)^ 7( 2(^TT)) X 

Xl[ 2(n + l)> 7 ^ 2(n + l) ' 7 ^ 2(n + 1) ' 



Sachant que : 



r( ) =r( )r( W- 1/2 2^+^ 

v 2n + 2 ; v 2n + 2 ; v 2n + 2 ; 



v 2n + 2 ; v 2n + 2 ; v 2n + 2 ; 

,2n — 2?\ ^,n — ix,2ra + l — i-. 1/9 -21-2 

r ( o o ) = r (o o) r (^ _)7r- 1/2 2^+^ 

v 2n + 2 ; v 2n + 2 7 v 2n + 2 ; 
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y(^±1) = w-l±l)r(* + 1 + 

K 2n + 2 J K 2n + 2 J K 2n + 2 ' 

on obtient 

1 "(C n ,a i ) = 2^=nrk"(C n )- 1 ^+ 2 \ 

1 < i < n - 1. 
Ensuite, 

i'{C n ,a n ) = 7 (— |— ) -1 7 ( \ tJ 'S L/ * T\ ) 
v n + l / v 2(n + l) / v 2(n + l) y 

Sachant que: 



et 



il vient 



/ 2n N , I s. , 2n + 1 N , /9 -2 

r( ) =r( )r( — — w- 1/2 2^ 

K 2n + 2 J K 2n + 2> K 2n + 2> 

r(— ^) =r(^— )r(-^)7r-v*2*&, 

v 2n + 2 ; v 2n + 2 ; v 2n + 2 ; 



i\C n ,a n ) = 2^ = n^k"{C n )- 1/{2n+2) 
Done la formule (F") est verifiee pour C n . 

Systeme de type F 4 

Ce systeme est obtenu par "pliure" du systeme E 6 (le graphe de Dynkin affine 
dual de F 4 (1) est Ef y ). 

h = 12 

9 = 2eti + 3a 2 + 4a 3 + 2a 4 
p = ^( lle i + 5e 2 + 3e 3 + e 4 ) 

Racines simples: 

«o = -ei - e 2 ; ai — Ei — e i+1 , i — 1,2; a 3 = e 4 ; a 4 = -(ei - e 2 - e 3 - e 4 ) 
II s'en suit: 

(ni)o<<<4 = (1,2,3,4,2), 
«)o<i<4= (1,2,3,2,1), 
K W )o< l <4 = (l,2,3,l,l/2) 

Done h v = 9, 

k'(F A ) = 2 6 3 3 = k{E 6 ) 
k"{F 4 ) = 2 ■ 3 3 
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7W , Q2) = Ttvi^gjW = 7(£6ai) = 2 _ 1/233/4 = n ^, (Fi) . 1/12 

= WS/12) = 7(£e ' a2) = 2l/23 " /4 = n ^' (F4rl/12 

= 7 (l/12h(8/12) = = 2 " 1/2r ' /4 = n ' k ' (F ' ) ~ 1 ' 12 

La formule (F') pour F 4 est veriflee. 

Formule (F") 

On remarque que les nombres (a\p) appartiennent a |Z, mais pas forcement a 
Z, d'ou l'apparence de 18 = 2h v dans certains denominateurs. 

7"W,« 1 )=7(^)7(5)- 1 7(^)-S(5)- 1 
Or en utilisant la "table de 3": 

r( ^ = (r(^)r(^)r(^)(2vr)-3^-V2. 

r( i> = ( r (^) r (^) r (S )(27r) " 3l5/18 " /2 - 
r( ^ } = (r(^)r(^)r(^)( 27 r)-3 6 / 18 -^. 

r( i } = (r(^)r(^)r(^)(2 7 r)- 1 3 12 / 18 -^. 

et "la table de 2" : 

r(-) = 7r - 1 /2 2 2/9-ir(-)r(-) 

v 18 ; V 3(T V 3(T 

r(-) = 7r - 1 /2 2 4/9-ir(l)r(-) 
r(12) = ^-i/2 2 5/9-i r (^-)r(— ) 

v 18 ; V 3(T V 30 ; 

r ( H) = ,-v 22 ,/ 9 - lr( |. )r( | ) 
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on obtient 

7"(F 4 ,ai) = 3^ 3 2 8 / g = < V A;"(F 4 ), 
la formule (F") est done verifiee pour % — 1. 

Ensuite, 

T"(F 1 ,a 2 )= 7 (|)-' 7 (?)- 1 7 (5)-S(l) 7 (l) 
En utilisant les "tables de 3 et de 2", on obtient 

7 "(F 4 ,a 2 ) = 2~ 1 / 9 3 2 / 3 = n^k"(F 4 ). 
la formule (F") est done verifiee pour % = 2. 
Ensuite, 

7 "W, a 3) = 7 (^)- 1 7 (^)- 1 7 (^)- 1 7 (i) 7 (5) 7 (i) 7 (5). 

Or en utilisant les "tables de 3 et de 2", on obtient 

1 "(F 4 ,a 3 ) = 2-^3- 1 /" = nrk"(F 4 ), 
ce qui verifie (F") pour i — 3. 
Enfin, 

7 »(F 4 , a4) = 7( ^)- 7 ( * )-S( « )-S(^)-S(il)-S( » ) 7 (^) 7( ±). 

Or en utilisant les "tables de 3 et de 2", on en deduit 

7 "(F 4 ,a 4 ) = 2- 1 °/ 9 3- 1 / 3 = < V A;"(F 4 ), 

ce qui verifie (F") pour i — 4 et acheve la verification de (F") pour le systeme 
F*. 

Systeme de type G 2 

Ce systeme est obtenu par "pliure" du systeme _D 4 (le graphe de Dynkin affine 
dual de G 2 1] est D^). 

h = 6 

9 = 3ai + 2a 2 

Racines simples: 

«o = — e i — £2 + 2e 3 , oti = ei — e 2 , a 2 = — 2ei + e 2 + e 3 . 

Done 

(n ,n 1 ,n 2 ) = (1,3,2), 

(wo» n i» n 2) = ( 3 > 3 ' 6 )> 
K v ,<,nD = (9,3,18). 



h v = 12. 
II s'en suit: 



k'(G 2 ) = 2 2 3 6 
k"(G 2 ) = 2 6 3 21 



= 7 (l/6)7(4/6) = = 2 " 1/3 = <^)" 1/6 

Y (G 2 , a a ) = 7(1 gy - 7( A, <*) = 2^3 = ,v^ (G2 )-Va 
Ceci prouve (F') pour G 2 . 

Verifions maintenant la formule (F"). 
On a 

En utilisant: 

2vr3 1 / 4 r(i = r(i-)r(l)r(i, 



puis: 



et 



puis : 



12' v 12' v 12 y v 12' 



2'Wl) = r(*)r ( i2) 
2 vv/*r(l H r(l)r(l) 



on a bien: 

7"(G2,ai) = T^J-SC^^^JtC^-SC^)- 3 = 2- 1/2 3- 3 / 4 = n^(G 2 )- 
La formule (F") est verifiee pour % — 1. 
Ensuite, 

/<*,«») = 7 (^) 7 ( » )- M A) 7 (l)- = 7 (1) 7 (A)-Ml)- 
En utilisant 

^r(l) = r(l)r(l)r(l), 
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puis 

2W(^r(A )r( il) 
2W { ^) = r( l)r(i2), 

on a: 

7"(G 2 ,« 2 ) = 7(^)7(^)- 1 7(^)" = 2 1 / 2 3 1 / 4 = ^"(G^ 1 / 12 
La formule (F") est verifiee pour i = 2. 

Done la formule est verifiee pour le systeme G*2- 

Ainsi les formules (F') et sont verifiees pour les systemes du type B, C, 
F, G, ce qui acheve la demonstration du Theoreme 1.2. 
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